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❇❛❝❦❣r♦✉♥❞✿ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♥❡①t✲❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❧❛r❣❡
❣❡♥♦♠❡s ✐s ❛ t✐♠❡❧② r❡s❡❛r❝❤ t♦♣✐❝✳ ❙❡q✉❡♥❝❡rs ❛r❡ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❜✐❧❧✐♦♥s ♦❢ s❤♦rt
s❡q✉❡♥❝❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ❢r♦♠ ♥❡✇❧② s❡q✉❡♥❝❡❞ ♦r❣❛♥✐s♠s✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠❡t❤♦❞s
❢♦r r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ✭✇❤♦❧❡✲❣❡♥♦♠❡ ❛ss❡♠❜❧❡rs✮ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❡♠♣❧♦②❡❞
t♦ ♣r♦❝❡ss s✉❝❤ ❞❛t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s
t❤❡ ❤✐❣❤ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥t✳
❘❡s✉❧ts✿ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ▼❛♣s❡♠❜❧❡r✱ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ t❛r❣❡t❡❞ ❛ss❡♠❜❧❡r ✇❤✐❝❤
♣r♦❝❡ss❡s ❧❛r❣❡ ❞❛t❛s❡ts ♦❢ r❡❛❞s ♦♥ ❝♦♠♠♦❞✐t② ❤❛r❞✇❛r❡✳ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r ❝❤❡❝❦s
❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❣✐✈❡♥ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ r❡❛❞s ❛♥❞ r❡❝♦♥str✉❝ts t❤❡✐r
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✱ ❡✐t❤❡r ❛s ❛ ♣❧❛✐♥ s❡q✉❡♥❝❡ ✭❝♦♥s❡♥s✉s✮ ♦r ❛s ❛ ❣r❛♣❤ ✭❢✉❧❧ s❡q✉❡♥❝❡
str✉❝t✉r❡✮✳ ❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡
❢r♦♠ r❡❛❞s ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝t ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❣r❛♣❤✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s✿ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r ✐s t❤❡ ✜rst s♦❢t✇❛r❡ t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s ❞❡ ♥♦✈♦ ❞✐s✲
❝♦✈❡r② ❛r♦✉♥❞ ❛ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ❣❡♥❡ ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s✱ ❙◆Ps✱ ❡①♦♥ s❦✐♣♣✐♥❣ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ♦t❤❡r str✉❝t✉r❛❧ ❡✈❡♥ts✱ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ r❛✇ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ r❡❛❞s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞
t♦ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss❡♠❜❧② s♦❢t✇❛r❡✱ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢
▼❛♣s❡♠❜❧❡r ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧♦✇❡r✱ ❛s ❞❛t❛ ✐♥❞❡①✐♥❣ ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞✳ ▼❛♣s❡♠✲
❜❧❡r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛t ❤tt♣✿✴✴♠❛♣s❡♠❜❧❡r✳❣❡♥♦✉❡st✳♦r❣
❑❡②✲✇♦r❞s✿ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❣❡♥♦♠❡✱ ❜✐♦✐♥❢♦r♠❛t✐❝s✱ ◆●❙✱ t❛r❣❡t❡❞ ❛ss❡♠❜❧②✱
❧✐❣❤t ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡
∗ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦r
▼❛♣s❡♠❜❧❡r✱ ❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❝✐❜❧é ❞❡ ❣r❛♥❞s ❣é♥♦♠❡s
s✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❜✉r❡❛✉
❘és✉♠é ✿ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ séq✉❡♥ç❛❣❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s
❣r❛♥❞s ❣é♥♦♠❡s ❡st ✉♥ s✉❥❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ♣❧❡✐♥❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳ ▲❡s séq✉❡♥❝❡✉rs
♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ♠✐❧❧✐❛r❞s ❞❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❝♦✉rt❡s à ♣❛rt✐r ❞✬♦r❣❛♥✐s♠❡s
♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t séq✉❡♥❝és✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ ❞❡s ❣é♥♦♠❡s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡✲
♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡ t❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✉♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉①
✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡st ❧❡✉r ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ✈✐✈❡✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ▼❛♣s❡♠❜❧❡r✱ ✉♥ ❛ss❡♠❜❧❡✉r ✐tér❛t✐❢ ❝✐❜❧é ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
tr❛✐t❡r ❞❡ ❣r❛♥❞s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ▼❛♣s❡♠✲
❜❧❡r ❝♦♥✜r♠❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❞✬✐♥térêt ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ séq✉❡♥ç❛❣❡
❡t r❡❝♦♥str✉✐t s♦♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ s♦✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ✭❝♦♥✲
s❡♥s✉s✮ ♦✉ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✭str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣❧èt❡✮✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉①
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❡t ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❧♦❣✐❝✐❡❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞é✲
❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ♥♦✈♦ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❞✬✐♥térêt✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❣è♥❡s
❤♦♠♦❧♦❣✉❡s✱ ❙◆Ps✱ ♦✉ ❡①♦♥ s❦✐♣♣✐♥❣✱ ♦✉ t♦✉t ❛✉tr❡ é✈é♥❡♠❡♥t ❞❡ ♥❛t✉r❡ str✉❝✲
t✉r❛❧❡✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s ❧❡❝t✉r❡s ❞❡ séq✉❡♥ç❛❣❡
❜r✉t❡s✳ P❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❞✬❛ss❡♠❜❧❛❣❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❡♥ ♠é✲
♠♦✐r❡ ❡t t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡▼❛♣s❡♠❜❧❡r s♦♥t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s✱
❝❛r ❧✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡st ❧♦❝❛❧✐sé❡✳
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❛♥❞ ❛ ❝♦st t❤❛t ✐s ♥♦✇ ❛✛♦r❞❛❜❧❡ t♦ ♠♦st ❛❝❛❞❡♠✐❝ ❧❛❜s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡s❡
♥❡✇ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❣❡♥❡r❛t❡ ❞❛t❛s❡ts ♦❢ s✐③❡ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ s♦♠❡ ❣✐❣❛❜②t❡s t♦ ♦✈❡r
❛ ♣❡t❛❜②t❡✳ ❉❛t❛s❡ts s✐③❡ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦s ❢♦r ◆●❙✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r
❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ✐s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞❛t❛✳ ❈✉rr❡♥t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❝❛♥♥♦t ♦✉t♣✉t
t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❉◆❆ ♠♦❧❡❝✉❧❡✱ ✐♥st❡❛❞ t❤❡② r❡t✉r♥ s♠❛❧❧ s❡q✉❡♥❝❡ ❢r❛❣✲
♠❡♥ts ✭r❡❛❞s✮ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞s ❜❛s❡ ♣❛✐rs✳ ❲✐t❤♦✉t ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡
❣❡♥♦♠❡✱ r❡❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ✭❛ss❡♠❜❧②✮
✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
❛ss❡♠❜❧② ♦❢ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❛ ♠❛♠♠❛❧✐❛♥ ❣❡♥♦♠❡ r❡q✉✐r❡s ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢
❣✐❣❛❜②t❡s ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ❈P❯ ✇❡❡❦s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❬✷❪✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡
r❡ss♦✉r❝❡ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❛ss❡♠❜❧② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣❡r❢♦r♠
❤❡✉r✐st✐❝s t❤❛t ❧❡❛❞ t♦ s✉❜♦♣t✐♠❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡q✉❡♥❝❡✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦st ♦❢ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ✐s ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❛✛♦r❞❛❜❧❡ t♦ ❛❧❧✱ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ❡✛♦rts
❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ s♣❡❝✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭❤✉♠❛♥ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣r✐♠❛t❡s✱
♠♦✉s❡✱ r❛t✱ ❊✳ ❝♦❧✐✱ ②❡❛st✱ ❉r♦s♦♣❤✐❧❛✱ ...✮✳ ❚❤✉s✱ ❜✐♦❧♦❣✐sts ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧②
✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❞❛t❛ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ❝❧♦s❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥♦♠❡✳ ■♥
s✉❝❤ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ r❡❛❞s ❛ss❡♠❜❧② ✐s ♦❢t❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ❛s ❛ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st❡♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛ss❡♠❜❧② ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❢❡❛s✐❜❧❡✱ ❡✐t❤❡r ❜❡❝❛✉s❡ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ❞❛t❛ ✐s ♥♦t ❜❡ ❛❞❡✲
q✉❛t❡ ✭✐♥s✉✣❝✐❡♥t ❝♦✈❡r❛❣❡✱ ❣❡♥♦♠❡ t♦♦ ❝♦♠♣❧❡① ♦r ♠❛♥② ❣❡♥♦♠❡s ♣r❡s❡♥t✮ ♦r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡ss♦✉r❝❡s ❛r❡ ❧❛❝❦✐♥❣✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♠❛♥② ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥s
❝❛♥ ❜❡ ❛♥s✇❡r❡❞ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ ✉♥❛ss❡♠❜❧❡❞ r❡❛❞s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✉s❡r ♠❛②
♣♦ss❡ss ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❤❡ ✐s ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦♥❡ ♠❛②
❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❤♦♠♦❧♦❣✉❡ ♦❢ ❛ ❦♥♦✇♥ ❣❡♥❡ ✐♥ ❛ ♥❡✇❧② s❡q✉❡♥❝❡❞
s❡t ♦❢ r❡❛❞s✱ ♦r ❛ ❦♥♦✇♥ ❡♥③②♠❡ ✐♥ ❛ ♠❡t❛❣❡♥♦♠✐❝ r❡❛❞ s❡t✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦♦❧✱
▼❛♣s❡♠❜❧❡r✱ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❛♥s✇❡r s✉❝❤ q✉❡st✐♦♥s✳
❚❤❡ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r s♦❢t✇❛r❡ ❝❤❡❝❦s ✐❢ ❛ ❦♥♦✇♥ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ ❛
st❛rt❡r ✭❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❢r❛❣♠❡♥t✮ ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ s❡t ♦❢ r❡❛❞s✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss ✐t
r❡❝♦♥str✉❝ts ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✱ ❡✐t❤❡r ❛s ❛ ♣❧❛✐♥ s❡q✉❡♥❝❡✱ ♦r ❛s ❛ ❣r❛♣❤ s❤♦✇✐♥❣
❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ str✉❝t✉r❡✳ ❖♥❡ ❦❡② ❛s♣❡❝t
♦❢ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r ✐s t❤❛t ✐ts ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
r❡❛❞s s❡t✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡s ▼❛♣s❡♠❜❧❡r t♦ ❛♥❛❧②s❡ ❤✉❣❡ s❡ts ♦❢ r❡❛❞s ♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡
❞❡s❦t♦♣ ❝♦♠♣✉t❡r✳
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r ❝♦✈❡r ❛ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ q✉❡st✐♦♥s✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜✉t ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦✿
❼ ❉♦❡s t❤✐s ❣❡♥❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❤♦♠♦❧♦❣✉❡ ✐♥ t❤✐s s❡t ♦❢ r❡❛❞s❄ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡ ❛s
st❛rt❡r✱ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r ❞❡t❡❝ts ✐ts ♣r❡s❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐ts ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s ❝♦♣✐❡s✱ ❛♥❞
❛❧s♦ r❡❝♦♥str✉❝ts t❤❡ ❣❡♥♦♠✐❝ ❝♦♥t❡①t ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♣✐❡s✳
❼ ❉♦❡s t❤✐s ❡♥③②♠❡ ❡①✐st ✐♥ t❤✐s ♠❡t❛❣❡♥♦♠✐❝ s❡t❄ ❚❤❡ ❉◆❆ ♦r ❘◆❆ ❡♥✲
③②♠❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ st❛rt❡r✱ ❛♥❞ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ♣r❡s❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡t❛❣❡♥♦♠✐❝ r❡❛❞ s❡t✳
❘❘ ♥➦ ✼✺✻✺
▼❛♣s❡♠❜❧❡r ✹
❼ ❲❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❝♦♣✐❡s ♦❢ t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡ ❢r❛❣♠❡♥t❄ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❤✐❣❤❧② r❡♣❡❛t❡❞
❣❡♥♦♠❡s✱ ❡✳❣✳ ♣❧❛♥t ❣❡♥♦♠❡s✱ ♦♥❡ ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ r❡♣❡❛ts
♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❢r❛❣♠❡♥t✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❛s st❛rt❡r✱ ❛❧❧ ✐ts
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ✭❛✉t❤♦r✐③✐♥❣ ❛ ❣❡♥♦♠✐❝ ❞✐st❛♥❝❡✮ ❛r❡ ❢♦✉♥❞✳
❼ ❉❡t❡❝t ❛♥❞ r❡♠♦✈❡ ❛❧❧ r❡❛❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❦♥♦✇♥ ❝♦♥t❛♠✐♥❛♥t ♦r✲
❣❛♥❡❧❧❡s✱ ♦r s②♠❜✐♦♥t✳
❼ ❯♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ❛t t❤❡ ❡①tr❡♠✐t✐❡s ♦❢ ❞❡ ♥♦✈♦ ❛ss❡♠❜❧❡❞ ❝♦♥✲
t✐❣s✳ ❆❢t❡r ❞❡ ♥♦✈♦ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ ❛ r❡❛❞ s❡t✱ ❝♦♥t✐❣s ✭s❡r✐❡s ♦❢ ❝♦♥t✐❣✉♦✉s
❛♥❞ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ r❡❛❞s✮ ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞✳ ❆ ❝♦♥t✐❣ st♦♣s t♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❡✐t❤❡r
❜❡❝❛✉s❡ ♥♦ ♠♦r❡ r❡❛❞s ♣❡r♠✐ts ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ♦r s❡✈❡r❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥t ♣♦ss✐❜✐❧✲
✐t✐❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❡①tr❡♠✐t② ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐❣ ❛s ❛ st❛rt❡r✱▼❛♣s❡♠❜❧❡r
❡♥❛❜❧❡s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤② ❛ ❝♦♥t✐❣ ✇❛s ♥♦t ❡①t❡♥❞❡❞ ❢✉rt❤❡r✳
❼ ❋♦r ❛ ❦♥♦✇♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✈❡♥t✱ ❡✳❣✳ ❛ ❙◆P✱ ♦r ❛ s♣❧✐❝✐♥❣ ❡✈❡♥t✱ ❝❤❡❝❦s ✐ts
♣r❡s❡♥❝❡ ✐♥ ❛ s❡t ♦❢ r❡❛❞s✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ❜② ✉s✐♥❣
❛ ❢r❛❣♠❡♥t ❧♦❝❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ❡✈❡♥t ❛s st❛rt❡r✳
❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ❛ ♥❡✇ s♦❢t✇❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s s♣✐r✐t✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❡①♣♦s❡ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r
❜❡❢♦r❡ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❛♥❞ r❡❛❧ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛✳
▼❛♣s❡♠❜❧❡r ❢❡❛t✉r❡s
▼❛♣s❡♠❜❧❡r ✐s ❛ ♥❡✇ s✐♠♣❧❡ ②❡t ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ ❢♦r t❛r❣❡t✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣✐❡❝❡
♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♣♦ss✐❜❧② ❤✉❣❡ s❡t r❛✇ r❡❛❞s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s❡q✉❡♥❝❡rs✳
▼❛♣s❡♠❜❧❡r ✐♥♣✉ts ❛r❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❢r❛❣♠❡♥t ♦r ❛ s❡t ♦❢ ❢r❛❣♠❡♥ts ❝❛❧❧❡❞ t❤❡
st❛rt❡r✭s✮✱ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ r❡❛❞s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t st❛rt❡r✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s❡♣❛r❛t❡❞
✐♥t♦ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣❤❛s❡s✿
✭✶✮ ▼❛♣♣✐♥❣✳ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r ❝❤❡❝❦s ✐❢ t❤❡ st❛rt❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
❢r♦♠ r❡❛❞s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ st❛rt❡r ✐s s❛✐❞ r❡❛❞ ❝♦❤❡r❡♥t✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡
r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✐s ❛✉t❤♦r✐③❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ r❡❛❞s ❛♥❞ t❤❡ st❛rt❡r✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ❡rr♦rs t❤❛t
❛r❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✢②✳
✭✷✮ ❉❡ ♥♦✈♦ ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ r❡❛❞ ❝♦❤❡r❡♥t st❛rt❡r ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❧❡❢t ❛♥❞
r✐❣❤t✳ ■♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ✉s❡r ❝❤♦✐❝❡✿
✭❛✮ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s st♦♣♣❡❞ ❛s s♦♦♥ ❛s s❡✈❡r❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥t ❡①t❡♥✲
s✐♦♥s ❡①✐st ✭❛♣❛rt ❢r♦♠ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ❡rr♦rs✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t
✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❢❛st❛ ✜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ st❛rt❡r✭s✮ ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❝♦♥str✉❝t❡❞
♥❡✐❣❤❜♦rs❀
✭❜✮ ♦r ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐✈❡r✲
❣❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥s ✭❛♣❛rt ❢r♦♠ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ❡rr♦rs✮✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ t❤❡
❡①t❡♥s✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ tr❡❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛s t✇♦ ❞✐✈❡r✲
❣❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ t❤✐r❞ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ t✇♦ ♥♦❞❡s ♠❛②
❘❘ ♥➦ ✼✺✻✺
▼❛♣s❡♠❜❧❡r ✺
r❡❛❝❤ t❤❡ s❛♠❡ t❛r❣❡t t❤✐r❞ ♥♦❞❡✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ✐♥st❡❛❞
♦❢ ❛ tr❡❡✳
❊❛❝❤ ♥♦❞❡ st♦r❡s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❛♥❞ ✐ts ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦✈❡r❛❣❡✳ ❚❤✐s
❣r❛♣❤✱ ♦✉t♣✉tt❡❞ ✐♥ ①❣♠♠❧ ❢♦r♠❛t✱ ✐s ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❙◆Ps✱ ♦r
❞✐st✐♥❝t s♣❧✐❝✐♥❣ ❡✈❡♥ts ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ t♦♦❧s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❈②✲
t♦s❝❛♣❡ ❬✶❪✱ r❡❛❞ ①❣♠♠❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r r❡s✉❧ts ✈✐s✉❛❧✐③❛✲
t✐♦♥✳
▼❛♣s❡♠❜❧❡r ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♥♦t ✐♥❞❡①✐♥❣ r❡❛❞s ❜✉t ♦♥❧② st❛rt❡rs
✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✮✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞s ✜❧❡ ✭❡✈❡♥ t❡r❛❜②t❡✲s✐③❡❞✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r✉♥▼❛♣s❡♠❜❧❡r
♦♥ ❛♥② ❞❡s❦t♦♣ ♦r ❧❛♣t♦♣ ❝♦♠♣✉t❡r✱ ♥♦t r❡q✉✐r✐♥❣ ❧❛r❣❡ ♠❡♠♦r② ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳
❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✭♣♦✐♥t ✭✶✮✮ ♣❡r❢♦r♠s s❡✈❡r❛❧ t❛s❦s✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ❛
❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r d ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✭❍❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✮ ✐s ❛✉t❤♦r✐③❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛
st❛rt❡r ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥t r❡❛❞s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❢♦r ♦♥❡ st❛rt❡r s✱ s❡✈❡r❛❧ ❞✐st✐♥❝t
s✉❜s❡ts ♦❢ r❡❛❞s ♠❛② r❡❝♦♥str✉❝t s ❛t ❞✐st❛♥❝❡ ❛t ♠♦st d✳ ❙❡❡ ❋✐❣✳ ✶ ❢♦r ❛♥ ❡①✲
❛♠♣❧❡✳ ❚❤✉s✱ ✇✐t❤ d > 0✱ s❡✈❡r❛❧ s✉❜✲st❛rt❡rs ♠❛② ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s
✭♣♦✐♥t ✭✷✮✮ ❛r❡ st❛rt❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ s✉❜✲st❛rt❡r✳
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜✲st❛rt❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❛ s❡t ♦❢ r❡❛❞s ♠❛♣ ❛
st❛rt❡r r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❜♦❧❞ t♦♣ ❧✐♥❡✳ ❆♥ ✬❳✬ ♦r ❛ ✬❖✬ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ r❡❛❞ ❛♥❞
t❤❡ st❛rt❡r r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣♦s✐t✐♦♥s ♠❛♣ ♣❡r❢❡❝t❧②✳ ■♥ t❤✐s
❡①❛♠♣❧❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t s✉❜s❡t ♦❢ r❡❛❞s ♠❛② ❝♦♥✜r♠ t❤❡ st❛rt❡r ✇✐t❤ ❛t ♠♦st t✇♦
s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳ ❚✇♦ s✉❜✲st❛rt❡rs ❛r❡ t❤✉s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ t❡r♠s✱ ✐❢ ❛ st❛rt❡r ❜❡❧♦♥❣s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t♦ ❛ r❡♣❡❛t❡❞ r❡❣✐♦♥ ✇❤♦s❡
❝♦♣✐❡s ❞✐✈❡r❣❡❞✱ ❡❛❝❤ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ ❝♦♣② ❤♦✉s✐♥❣ t❤❡ st❛rt❡r ❛t
❞✐st❛♥❝❡ ❛t ♠♦st d ✇✐❧❧ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ s✉❜✲st❛rt❡r t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❢✉rt❤❡r✳
▼❛♣s❡♠❜❧❡r ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt
❚♦ ❞❛t❡✱ ✇❡ ❛r❡ ❛✇❛r❡ ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ s♦❢t✇❛r❡✱ ❚❆❙❘ ❬✹❪✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
✇✐t❤ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r✳ ❚❆❙❘ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❙❙❆❑❊ ❛ss❡♠❜❧❡r ❬✺❪✳ ■t ♠❛♣s ❛
s❡t ♦❢ r❡❛❞s ♦♥ t❛r❣❡ts ✉s✐♥❣ s❡❡❞s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✶✺✿ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ r❡❛❞ ❛♥❞ ❛
st❛rt❡r ✐s t❡st❡❞ ✐❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✇♦r❞ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✶✺ ❡①❛❝t❧② ♠❛t❝❤❡s ❜♦t❤✳ ❚❆❙❘
♦✉t♣✉ts t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ r❡❛❞s
♠❛♣♣❡❞ t♦ ❡①tr❡♠✐t✐❡s ♦❢ st❛rt❡rs✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r✱ ❚❆❙❘ ✐♥❞❡①❡s
♦♥❧② st❛rt❡rs ❛♥❞ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ r❡❛❞s
✜❧❡✳
❘❘ ♥➦ ✼✺✻✺
▼❛♣s❡♠❜❧❡r ✻
◆♦t❡ t❤❛t ▼❛♣s❡♠❜❧❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❚❆❙❘ ❛s ✐t ♦✛❡rs t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦✈❡❧ ❢❡❛t✉r❡s✿
❼ s✉❜✲st❛rt❡rs r❡tr✐❡✈❛❧❀
❼ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ❡①t❡♥❞ st❛rt❡rs ❛s ❢❛r ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ r❡✲r✉♥♥✐♥❣ ❚❆❙❘ ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡s✱ ✉s✐♥❣ ✐ts r❡s✉❧ts ❛s st❛rt❡rs❀
❼ ❣r❛♣❤ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ st❛rt❡rs✳
❲❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❚❆❙❘ ❛♥❞ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ♦♥ ❛ ✷✳✻✻●❤③ ❞✉❛❧✲
❝♦r❡ ❧❛♣t♦♣ ✇✐t❤ ✸▼❜ ❝❛❝❤❡✱ r✉♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❧✐♥✉① ❋❡❞♦r❛ ❢❝✶✸✳ ❲❡ ✉s❡❞ ❛ s❡t
♦❢ ✻✳✺ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ s❤♦rt r❡❛❞s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✸✻ ✭✉♥♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛♣❤✐❞ ❘◆❆✲s❡q✮✳ ❲❡
r❛♥ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐♦♥ ❛✈♦✐❞✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ✜①✐♥❣ s❡❡❞s
❧❡♥❣t❤ t♦ ✶✺✱ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❚❆❙❘ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳
❯s✐♥❣ ❛ ✉♥✐q✉❡ r❛♥❞♦♠❧② ♣✐❝❦❡❞ r❡❛❞ ❛s st❛rt❡r✱▼❛♣s❡♠❜❧❡r ✇❛s r✉♥ ✐♥ ✹✵
s❡❝♦♥❞s✱ ✉s✐♥❣ ✷✳✶✺ ▼❜ ♦❢ ♠❡♠♦r②✱ ✇❤✐❧❡ ❚❆❙❘ ✜♥✐s❤❡❞ ✐♥ ✶✻✺ s❡❝♦♥❞s ✉s✐♥❣
✹✳✷✶ ▼❜ ♦❢ ♠❡♠♦r②✳
❖♥ ❛ ❜✐❣❣❡r s❡t ♦❢ ✺✵✵ st❛rt❡rs r❛♥❞♦♠❧② ♣✐❝❦❡❞ ❢r♦♠ r❡❛❞s ▼❛♣s❡♠❜❧❡r
✇❛s r✉♥ ✐♥ ✺✾ s❡❝♦♥❞s✱ ✉s✐♥❣ ✷✸✳✽ ▼❜ ♦❢ ♠❡♠♦r②✳ ❚❆❙❘ ✇❛s st♦♣♣❡❞ ❛❢t❡r ✶✵
❤♦✉rs✱ ✇❤✐❧❡ ✉s✐♥❣ ✷✽✼ ▼❜ ♦❢ ♠❡♠♦r②✳
◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r ♣r♦❞✉❝❡s str✐❝t❧② ♠♦r❡ r❡s✉❧ts t❤❛♥
❚❆❙❘ ❛s ✐t ♦✉t♣✉ts s✉❜✲st❛rt❡rs✳ ❙✐♥❝❡ ❜♦t❤ ❚❆❙❘ ❛♥❞ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ❡①t❡♥❞ st❛rt❡rs ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥ ✭s❡❡ t❤❡ ▼❡t❤♦❞s s❡❝t✐♦♥✮✱ s❡q✉❡♥❝❡s
r❡t✉r♥❡❞ ❜② ❚❆❙❘ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r r❡s✉❧ts✱ ❜✉t ♥♦t ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ❞✉❡
t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡rr♦r✲❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ❝✉t♦✛ t❤r❡s❤♦❧❞s✳
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ s✐♠✉❧❛t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
♠❛✐♥❧② t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✿ ♦♥❡ t❡st✐♥❣ ♣r❛❝t✐❝❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② r❡✲
q✉✐r❡♠❡♥ts ♦♥ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛s❡ts✱ ❛♥❞ ♦♥❡ t❡st✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦✉t♣✉t✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥
❡①♦♥s s❦✐♣♣✐♥❣✳ ❆❧❧ r❛♥❞♦♠ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦♥ ❛ ❇❡r♥♦✉✐❧❧✐ ♠♦❞❡❧✱
❡❛❝❤ ♥✉❝❧❡♦t✐❞❡ ❤❛✈✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② 1/4 t♦ ♦❝❝✉r ❛t ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥✳
❘❡s✉❧ts ♦♥ ❧❛r❣❡ ❞❛t❛s❡ts ♦♥ ❛ ❞❡s❦t♦♣ ❝♦♠♣✉t❡r
❲❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❤✉♠❛♥ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡ ✶✱ r❡❧❡❛s❡ ❤❣✶✾✳ ❯s✐♥❣ ▼❡t❛s✐♠ ❬✸❪✱ ✇❡
s✐♠✉❧❛t❡❞ s❡ts ♦❢ ✶✵❦✱ ✶✵✵❦✱ ✶▼ ❛♥❞ ✶✵▼ ■❧❧✉♠✐♥❛ ✉♥♣❛✐r❡❞ r❡❛❞s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✼✺
♥t✳ ❲❡ ♣✐❝❦❡❞ ✶✵✵ r❛♥❞♦♠ r❡❛❞s ❛s st❛rt❡rs✳
❘❡s✉❧ts✱ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ s❤♦✇ t❤❛t ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ✐s ✈❡r② s❧✐❣❤t❧②
✐♠♣❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❛❞s ❛♥❞ r❡♠❛✐♥s ❧♦✇✿ ❧❡ss t❤❛♥
✶✵ ▼❜ ✇✐t❤ ✵✳✼ ❜✐❧❧✐♦♥ ♦❢ r❡❛❞ ❜❛s❡s✳ ❲❤✐❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤ ♦♣t✐♦♥✱ ♠❡♠♦r②
❛♥❞ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❣r♦✇ ✇❤❡♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡ ❛s t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡
✇❤✐❧❡ ✉s✐♥❣ ✶✵ ♠✐❧❧✐♦♥ r❡❛❞s✳ ❆❢t❡rs ✶✷✻ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝♦♥t❛✐♥s ✶✼✶✹✹
♥♦❞❡s✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ st♦r❡s s❡✈❡r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♠❡♠♦r②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
♠❛①✐♠❛❧ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ✇❛s ✷✼✺✳✷✻ ▼❜ ❢♦r ❛♥❛❧②s✐♥❣ ✶✵ ♠✐❧❧✐♦♥s r❡❛❞s✱ ♠❛❦✐♥❣
▼❛♣s❡♠❜❧❡r ✉s❛❜❧❡ ♦♥ ❛ ❞❡s❦t♦♣ ❝♦♠♣✉t❡r✳
❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛s ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
s❡✈❡r❛❧ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❜❡✐♥❣ s❡✲
q✉❡♥❝❡❞✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ♦♣t✐♦♥ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❘❘ ♥➦ ✼✺✻✺
▼❛♣s❡♠❜❧❡r ✼
❚❛❜❧❡ ✶✿ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts
◆✉♠❜❡r
♦❢ r❡❛❞s
❚♦t❛❧
r❡❛❞ ❜❛s❡s
●r❛♣❤
♦✉t♣✉t
◆✉♠❜❡r ♦❢
✐t❡r❛t✐♦♥s
❚✐♠❡
▼❡♠♦r②
✭▼❜✮
✶✵✳✵✵✵ ✼✺✵❑
♥♦ ✶ ❁✶s ✶✳✹✻
②❡s ✶ ❁✶s ✶✳✻✸
✶✵✵✳✵✵✵ ✼✳✺▼
♥♦ ✶ ✶s ✶✳✹✺
②❡s ✶ ✷s ✶✳✻✸
✶✳✵✵✵✳✵✵✵ ✼✺▼
♥♦ ✹ ✸✺s ✶✳✼✶
②❡s ✷✷ ✸♠✷✸s ✶✳✼✸
✶✵✳✵✵✵✳✵✵✵ ✵✳✼●
♥♦ ✶✵ ✶✺♠✺✽ ✷✳✵✾
②❡s ✶✷✻ ✸❤✸✸♠✵✷s ✷✼✺✳✺✻
t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❡✈❡♥ ❛s❦✐♥❣ ❢♦r ❛ ❣r❛♣❤ ♦✉t♣✉t
❛♥❞ ✇✐t❤ ❞❛t❛ ❛s ❜✐❣ ❛s ✵✳✼●❜ ♦❢ r❡❛❞s ❢♦r ✶✵✵ st❛rt❡rs✱ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛ ❤✉♥❞r❡❞
♦❢ s❡❝♦♥❞s ✐s ✉s❡❞ ♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✈✐s✉❛❧ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥
❜② t❤❡ ✉s❡r✳ ■♥ s✉❝❤ ✉s❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛rt❡rs ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❦❡♣t ❧♦✇✱
✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛r❣❡t s♣❡❝✐✜❝ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛r❡❛s✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡
✉♣❝♦♠✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳
❘❡tr✐❡✈✐♥❣ ♥♦✈❡❧ ❡①♦♥ s❦✐♣♣✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❣r❛♣❤ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ t②♣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r ❢♦r ✈✐s✉❛❧✐③✐♥❣
❡✈❡♥ts ♦♥ ❛ t❛r❣❡t❡❞ ❛r❡❛ ♦❢ ❛ tr❛♥s❝r✐♣t♦♠❡✳ ❲❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❛♥ ❡①♦♥ s❦✐♣♣✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞❛t❛ s❡t✳ ❲❡ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ t✇♦ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❛ ❘◆❆
s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✶✵❦✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♣②✱ ✇❡ ❛❞❞❡❞ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ✏❡①♦♥✑ ♦❢ ❧❡♥❣t❤
✶✵✵ ❜❛s❡s✳ ❲❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ t❤❡ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s❡q✉❡♥❝❡s t♦❣❡t❤❡r ✉s✐♥❣
▼❡t❛s✐♠✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡❛❞s s❡t✳ ❯s✐♥❣ ❛ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t s❡q✉❡♥❝❡
❛s st❛rt❡r✱ t❤❡ ❡①♦♥ ✇❛s r❡tr✐❡✈❡❞ ❜② ▼❛♣s❡♠❜❧❡r✱ ❛s s❤♦✇♥ ❋✐❣✳ ✷✳ ❖♥ t❤✐s
✜❣✉r❡✱ ♦♥❡ ♠❛② ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦❞❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡①♦♥ ✐s t✇✐❝❡ ❧❡ss ❝♦✈❡r❡❞
t❤❛♥ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ❛s r❡❛❞s ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❡①♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦
✐♥✐t✐❛❧ ♠❡r❣❡❞ r❡❛❞ s❡ts✳
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s
❊①♦♥ s❦✐♣♣✐♥❣ ✐♥ ❞r♦s♦♣❤✐❧❛
❖♥ ❉r♦s♦♣❤✐❧❛ ▼❡❧❛♥♦❣❛st❡r✱ ♦♥❡ ■❧❧✉♠✐♥❛ ❍✐❙❡q✷✵✵✵ ❘◆❆✲❙❡q r✉♥ ♦❢ ✷✷✳✺
♠✐❧❧✐♦♥ r❡❛❞s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ ✼✵ ♥✉❝❧❡♦t✐❞❡s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✭❞❛t❛ ♥♦t ♣✉❜❧✐s❤❡❞✮✳ ❲❡
❝❤♦s❡ ❛ st❛rt❡r ❧♦❝❛t❡❞ ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ❦♥♦✇♥ ❡①♦♥ s❦✐♣♣✐♥❣ ❡✈❡♥ ✭❈❤r✹✿✹✽✽✱✺✾✷✲
✹✽✽✱✻✶✾ ❇❉●P ❘✺✴❞♠✸✮✳ ❯s✐♥❣ ❧❡ss t❤❛♥ ♦♥❡ ♠❡❣❛❜②t❡ ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ✸✸
♠✐♥✉t❡s✱▼❛♣s❡♠❜❧❡r ❢♦✉♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❋✐❣✳ ✸✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t♦ ❝♦♥✜r♠
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♦♥ s❦✐♣♣✐♥❣✳
❱✐s✉❛❧✐s✐♥❣ ❙◆Ps ✐♥ ❞r♦s♦♣❤✐❧❛
❖♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛❞ ❞❛t❛ s❡t✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❛ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡ ✭❝❤r❳✿✶✼✱✼✽✸✱✼✸✼✲
✶✼✱✼✽✸✱✽✶✷ ❇❉●P ❘✺✴❞♠✸✮ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❦♥❡✇ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❣❡♥❡s ❛r♦✉♥❞✳ ❲❡
❘❘ ♥➦ ✼✺✻✺
▼❛♣s❡♠❜❧❡r ✽
❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❇❧✉❡ ♥♦❞❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✏r♦♦t✑✱ ❛s
✐t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② t❤❡ st❛rt❡r✳ ●r❡❡♥ ♥♦❞❡s ❛r❡ r✐❣❤t ❡①t❡♥s✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ r❡❞ ♦♥❡s ❛r❡
❧❡❢t ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❙✐③❡ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡
✐t ❤♦✉s❡s✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❧❡❢t ❡①t❡♥s✐♦♥s ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛t❤s✳ ❖♥❡ ♦❢
t❤❡ t✇♦ ♣❛t❤ ✭❧♦✇❡st ♦♥❡✮ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❡①♦♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ✐♥s❡rt❡❞✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣❛t❤s
❥♦✐♥ ❜❛❝❦ ❛❢t❡r t❤❡ ❡①♦♥✳ ❋✉❧❧ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ tr✉♥❝❛t❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❱✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r r❡s✉❧ts ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛s❡ts✱ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r
❦♥♦✇♥ ❡①♦♥✳ ❚❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❧❡❢t ♥♦❞❡ ✐s ♥♦t ❞✐s♣❧❛②❡❞✳ ❚❤❡ ❡①♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s
t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♣❛ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❢r♦♠ st❛rt❡r✳ ❋✉❧❧ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ tr✉♥❝❛t❡❞✳
❛♣♣❧✐❡❞ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r ✉s✐♥❣ t❤✐s ❢r❛❣♠❡♥t ❛s st❛rt❡r ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❧❡ss t❤❛♥
✶ ♠❡❣❛❜②t❡ ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✶✵ ♠✐♥✉t❡s ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✭✹✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✮✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ❋✐❣✳ ✹ ❡♥❛❜❧❡ t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ❙◆Ps✳
▼❡t❤♦❞s
❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✏▼❛♣s❡♠❜❧❡r ❢❡❛t✉r❡s✑✱ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦
t✇♦ ♠❛✐♥ ♣❤❛s❡s✿ r❡❛❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ s✉❜✲st❛rt❡rs ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❲❡
st❛rt ❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❤❛s❡s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥t♦ ❞❡t❛✐❧s t✇♦
s♣❡❝✐✜❝ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❞❡s❡r✈❡ ❞❡❡♣❡r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✿ t❤❡ s✉❜✲st❛rt❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ❣r❛♣❤ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ❖t❤❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❜❡✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ✐♥t♦ ♠❛♣♣❡rs
❛♥❞ ❛ss❡♠❜❧❡rs✱ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✇❡❧❧ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳
❘❘ ♥➦ ✼✺✻✺
▼❛♣s❡♠❜❧❡r ✾
❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❱✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r r❡s✉❧ts ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛s❡ts✱ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r
❦♥♦✇♥ ❙◆Ps✳ ❖♥ t❤✐s ❣r❛♣❤✱ ♦♥ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ ✷ ❙◆Ps ✭❝♦✉♣❧❡s ♦❢ ②❡❧❧♦✇ ♥♦❞❡s✮
✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❋✉❧❧ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ tr✉♥❝❛t❡❞✳
▼❡t❤♦❞s✱ ♦✈❡r✈✐❡✇
■♥ ❛ ❢❡✇ ✇♦r❞s✱ t❤❡ ✜rst ♣❤❛s❡ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ s❡❡❞✲❜❛s❡❞ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✭❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✶ ❛♥❞ ✷✮✳ ❖♥❧② t❤❡ s✉❜✲st❛rt❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤✲
♠✐❝ ♥♦✈❡❧t②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ✭❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✹ t♦ ✼✮ ✐s ✐ts❡❧❢ q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❡ ❝♦♥t✐❣ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❤❛s❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❣r❡❡❞② ❞❡ ♥♦✈♦ ❛ss❡♠❜❧② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✺❪✳ ❚❤❡
❣r❛♣❤ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♣r❡s❡♥ts ❛❧s♦ ❛ ♥♦✈❡❧t② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛♥ ✉♣❝♦♠✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳
❲❡ ♥♦✇ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② t❤❡ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r ❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✿
❋✐rst ♣❤❛s❡✿ ♠❛♣♣✐♥❣
✶✳ ❆♥ ✐♥❞❡① ♦❢ ❛❧❧ ✇♦r❞s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ k ✭❝❛❧❧❡❞ k✲♠❡rs✮ t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ st❛rt❡rs
✐s ❝r❡❛t❡❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ k✲♠❡r✱ ❛ ❧✐st ♦❢ ❝♦✉♣❧❡s (starter❴id, position❴on❴starter)
✐s st♦r❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❤❛s❤ t❛❜❧❡✳ ❆❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛❧❧ st❛rt❡rs ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ ♠❡♠♦r②✳
✷✳ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥♣✉t r❡❛❞s ❛♥❞ t❤❡✐r r❡✈❡rs❡ ❝♦♠✲
♣❧❡♠❡♥t✱ ♥♦t st♦r✐♥❣ ❛♥② ♦❢ t❤❡♠ ✐♥t♦ ♠❡♠♦r②✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r❡❛❞ r✱ ✐ts k✲♠❡rs
❛r❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❢♦r ❛♥❝❤♦r✐♥❣ r ♦♥ st❛rt❡rs✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ st❛rt❡r s
❛♥❞ ❛♥❝❤♦r❡❞ r❡❛❞ r✱ ❛ ❢✉❧❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ s ❛♥❞ r ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛
♠❛①✐♠❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✭✉s❡r ❞❡✜♥❡❞✮✳ ■❢ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ r❡s♣❡❝ts
t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥ts✱ r ❛♥❞ ✐ts ♠❛♣♣✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ pr,s ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ❤❛s❤ t❛❜❧❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s✳ ❘❡❞✉♥❞❛♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② ❦❡❡♣✐♥❣ tr❛❝❦
♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❝❝❡ss❢✉❧ ♦r ❢❛✐❧❡❞ ♠❛♣♣✐♥❣s✳
✸✳ ❖♥❝❡ ❛❧❧ r❡❛❞s ❛r❡ r❡❛❞ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ♠❛♣♣❡❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ st❛rt❡r s✿
✭❛✮ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts s✉❜✲st❛rt❡rs s1, s2, .., sn ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✏❙✉❜✲st❛rt❡r ❣❡♥✲
❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❞ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ st❡♣✑✮✳
✭❜✮ ■❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s✉❜✲st❛rt❡r ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ s ✐s s❛✐❞ r❡❛❞✲❝♦❤❡r❡♥t ❛♥❞
✐ts s✉❜✲st❛rt❡rs s1, s2, .., sn ❛r❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❢♦r ♥❡①t ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❲❡ ❝❛❧❧
t❤❡♠ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳
❙❡❝♦♥❞ P❤❛s❡✿ ❛ss❡♠❜❧②
❘❘ ♥➦ ✼✺✻✺
▼❛♣s❡♠❜❧❡r ✶✵
✹✳ ❋r❡❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s k✲♠❡r ✐♥❞❡①✳ ■♥❞❡① t❤❡ ❡♥r✐❝❤❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛s ✐t ✐s ❞♦♥❡
✐♥ ✶ ❢♦r st❛rt❡rs✳ ❇② ✏❡♥r✐❝❤❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥✑ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉✣① ♦❢ ❧❡♥❣t❤ k−1 ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
♥❡✇ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤✉s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ k✲♠❡rs ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤♦s❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣
t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❞❡①❡❞✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❛♥ ❡♥r✐❝❤❡❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❜② ✏⊸❡①t❡♥s✐♦♥✑✳
✺✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✷✱ r❡❛❞s ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ⊸❡①t❡♥s✐♦♥s✱ ♥♦t ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥② s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥✳ ■❢ ❛ r❡❛❞ r ✐s ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛♥ ⊸❡①t❡♥s✐♦♥ e✱ t❤❡ r❡❛❞ ❛♥❞ t❤❡
❛♥❝❤♦r✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ pr,e ❛r❡ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ❤❛s❤ t❛❜❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ e✳
✻✳ ❖♥❝❡ ❛❧❧ r❡❛❞s ❛r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ♠❛♣♣❡❞ t♦ ⊸❡①t❡♥s✐♦♥s✱ ❢♦r
❡❛❝❤⊸❡①t❡♥s✐♦♥ e✿ ✉s✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ pr,e✱ ❛❧✐❣♥ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧②
❝♦rr❡❝t ❛❧❧ r❡❛❞s t❤❛t ♠❛♣♣❡❞ e ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ❝♦♥s❡♥s✉s ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ ⊸❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❚❤r❡❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛r✐s❡✿
✭❛✮ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❝❤ ❢r❛❣♠❡♥t ❧❛r❣❡r t❤❛♥ e✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢
e ✐s ✜♥✐s❤❡❞✳
✭❜✮ ❚❤❡r❡ ✐s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❝♦♥s❡♥s✉s f ❧❛r❣❡r t❤❛♥ e✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡
t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥t f ✐s st♦r❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♥❡✇ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❢♦r ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥✳
✭❝✮ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❝♦♥s❡♥s✉s {f1, f2, .., fn} ❧❛r❣❡r
t❤❛♥ e✳ ■❢ ❛ s✐♠♣❧❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦✉t♣✉t ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❝♦♠♠♦♥
♣r❡✜① ♦❢ ❛❧❧ fi ✐s st♦r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s st♦♣♣❡❞ ❢♦r e✳ ■❢ ❛ ❣r❛♣❤
♦✉t♣✉t ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ n ❡①t❡♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞✱ ❡❛❝❤ st♦r✐♥❣ ❛
❢r❛❣♠❡♥t fi✳ ❆❧❧ ❢r❛❣♠❡♥ts ✐♥ {f1, f2, .., fn} ❛r❡ st♦r❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❢♦r ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥✳
✼✳ ■❢ ♥♦ ♥❡✇ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✇❛s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ✻❜ ♦r ✻❝✱ st♦♣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss
❛♥❞ ♦✉t♣✉t r❡s✉❧ts✳ ❊❧s❡✱ ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ ✹✱ ✉s✐♥❣ ♥❡✇ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞
✐♥ ✻❜ ❛♥❞ ✻❝✳
◆♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳ ❋♦r ✜♥❞✐♥❣
❧❡❢t ❡①t❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡ st❛rt❡rs ❛r❡ s✐♠♣❧② r❡✈❡rs❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♥❝❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡
✇❤♦❧❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ♦♥❝❡ ❛❢t❡r ❛❧❧ t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s✳
❙✉❜✲st❛rt❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❞ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ st❡♣
❚❤❡ s✉❜✲st❛rt❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❞ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ st❡♣ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
♠❛♣♣✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❢r❛❣♠❡♥t f ❛♥❞ ♠❛♣♣❡❞ r❡❛❞s R✱ t❤✐s st❡♣ ❣❡♥❡r❛t❡s
❛ s❡t ♦❢ s✉❜✲st❛rt❡rs s1, s2..., sn ✇❤✐❝❤✿
❼ ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❞s✱ ❡✳❣✳ ❡❛❝❤ si ✐s ❛ ❝♦♥s❡♥s✉s s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s✉❜s❡t
♦❢ r❡❛❞s✱
❼ ❛r❡ ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥t f ✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ❍❛♠♠✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ f
❛♥❞ si ✐s ❛t ♠♦st d✳
❲❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ r❡tr✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡st s❡t ♦❢ s✉❜✲st❛rt❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ ❢r❛❣♠❡♥t
f ✳ ■❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s✉❜✲st❛rt❡r ✐s ❢♦✉♥❞✱ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥t f ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ r❡❛❞ ❝♦❤❡r✲
❡♥t✳ ❋✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡st s❡t ♦❢ s✉❜✲st❛rt❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳
❘❘ ♥➦ ✼✺✻✺
▼❛♣s❡♠❜❧❡r ✶✶
Pr♦❜❧❡♠ ✭▼✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥s❡♥s✉s❡s ❢r♦♠ r❡❛❞s ❛❧✐❣♥♠❡♥t✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❢r❛❣♠❡♥t f ✱
❛ ♣❛r❛♠❡t❡r d ≥ 0 ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❡rr♦r✲❢r❡❡ r❡❛❞s R = {(ri, pi)} ✭❡❛❝❤ r❡❛❞ ri ✐s
❛❧✐❣♥❡❞ t♦ f ❛t ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ pi✮✱ ✜♥❞ ❛❧❧ ♠❛①✐♠❛❧ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥
♦r❞❡r✮ s✉❜s❡ts Si ♦❢ R s❛t✐s❢②✐♥❣✿
✶✳ ❡❛❝❤ s✉❜s❡t Si ❛❞♠✐ts ❛ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♥s❡♥s✉s si✱ ✐✳❡✳ ❡❛❝❤ r❡❛❞ ri ❛❧✐❣♥s t♦ si
❛t ♣♦s✐t✐♦♥ pi ✭r❡❧❛t✐✈❡ t♦ f✮ ✇✐t❤ ♥♦ ♠✐s♠❛t❝❤✱
✷✳ t❤❡ s✉❜str✐♥❣ ♦❢ si ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ f ❤❛s ❛t ♠♦st d ♠✐s♠❛t❝❤❡s ✇✐t❤
f ✱
✸✳ ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ f ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ r❡❛❞ ✐♥ Si✳
❆ tr✐✈✐❛❧ ✭❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✮ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✭✐✮ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♣♦✇❡r s❡t ✭❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
s✉❜s❡ts✮ ♦❢ R✱ ✭✐✐✮ r❡♠♦✈❡ s❡ts ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦ s❛t✐s❢② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮
❦❡❡♣ ♦♥❧② ♠❛①✐♠❛❧ s❡ts ✭♦r❞❡r❡❞ ❜② ✐♥❝❧✉s✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❝❧❡❛r❧② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ st❡♣ ✭✐✮✳ ❲❡ ❣✐✈❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡
✇❤✐❝❤ s✉❜s✉♠❡s ✭✐✮✱ ❛s ✐t ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧❧ t❤❡ ❝♦rr❡❝t
s✉❜s❡ts✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s✉❜s❡ts Si ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥s❡♥✲
s✉s❡s ❢r♦♠ r❡❛❞s ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠
❘❡q✉✐r❡✿ ❙❡t ♦❢ ❡rr♦r✲❢r❡❡ r❡❛❞s R s♦rt❡❞ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s
❊♥s✉r❡✿ ❆ s❡t ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s✉❜s❡ts Si✳
S = ∅✳
❢♦r ❡❛❝❤ r❡❛❞ (r, p) ✐♥ R ❞♦
❢♦r ❡❛❝❤ s✉❜s❡t Si ✐♥ S ❞♦
✐❢ r ♦✈❡r❧❛♣s ♣❡r❢❡❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛rt❤❡st r❡❛❞ ♦❢ Si t❤❡♥
❆❞❞ r t♦ Si✳
❡❧s❡
✐❢ r ♦✈❡r❧❛♣s ♣❡r❢❡❝t❧② ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞s ♦❢ Si t❤❡♥
▲❡t (r′, p′) ❜❡ t❤❡ ❢❛rt❤❡st r❡❛❞ ♦❢ Si ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ✇✐t❤ r✳
❈r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ s✉❜s❡t ✇✐t❤ ❛❧❧ r❡❛❞s ♦❢ Si ✉♣ t♦ ♣♦s✐t✐♦♥ p
′ ❛♥❞ r✳
■♥s❡rt ✐t ✐♥t♦ S✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐t ✐s ♥♦t ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t✳
✐❢ r ✇❛s ♥♦t ❛♣♣❡♥❞❡❞ t♦ ❛♥② ❣r♦✉♣ t❤❡♥
❈r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ s✉❜s❡t ✇✐t❤ r ❛♥❞ ✐♥s❡rt ✐t ✐♥t♦ S✳
r❡t✉r♥ S✳
❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✜♥❞s ❛❧❧ ❝♦rr❡❝t s✉❜✲st❛rt❡rs ✐s ❛s
❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✱ ❧❡t s ❜❡ ❛ ❝♦rr❡❝t s✉❜✲st❛rt❡r
♥♦t ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ▲❡t r1, .., rn ❜❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ s✉❜s❡t ♦❢ r❡❛❞s ✇❤✐❝❤
②✐❡❧❞s s✱ s♦rt❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠❛♣♣✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥s t♦ f ✳ ❲❡ s❤♦✇ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥
t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡t✉r♥s ❛ s✉❜s❡t ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s r1, ..rk✱ ❢♦r k ∈ [1..n]✳ ❋♦r
k = 1✱ ✇❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛ss✐❣♥s ❛ s✉❜s❡t t♦ ❡❛❝❤ r❡❛❞✳ ❆ss✉♠✐♥❣
r1, ..rk ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ r❡t✉r♥❡❞ s✉❜s❡t S0✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t r1, ..rk+1 ✐s ❛❧s♦ r❡t✉r♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙✐♥❝❡ rk+1 ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ s✉❜s❡t ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s s✱ ✐t ♦✈❡r❧❛♣s ♣❡r❢❡❝t❧②
✇✐t❤ rk✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ rk+1 ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜❡❧♦♥❣ t♦ S0✳ ▲❡t r′k+1 ❜❡ t❤❡ r❡❛❞
✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇s rk ✐♥ S0✳ ■♥ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞s ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐❢
rk+1 ✐s s❡❡♥ ❜❡❢♦r❡ r′k+1✱ t❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡❧❡❝ts r
′
k+1 = rk+1✳ ❊❧s❡✱ ❛s rk+1
♣❡r❢❡❝t❧② ♦✈❡r❧❛♣s ✇✐t❤ rk✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝r❡❛t❡s ❛ ♥❡✇ s✉❜s❡t ❢r♦♠ S0 ✇❤✐❝❤
❝♦♥t❛✐♥s ❡①❛❝t❧② r1, ..rk+1✳ ❊✈❡♥t✉❛❧❧②✱ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✜♥❞s
❘❘ ♥➦ ✼✺✻✺
▼❛♣s❡♠❜❧❡r ✶✷
❛ s✉❜s❡t ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s r1, .., rn✳ ❙✐♥❝❡ r1, .., rn ✐s ✐ts❡❧❢ ♠❛①✐♠❛❧✱ t❤❡ s✉❜s❡t
❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡①❛❝t❧② r1, .., rn✳
❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ s✉❜✲st❛rt❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛❝❛✉s❡ r❡❛❞s ❛r❡ ♥♦t ❡rr♦r✲❢r❡❡✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ✐s ✜①❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❜②
❛ r❡❛❞ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ st❡♣✱ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡❢♦r❡ s✉❜s❡ts ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
●r❛♣❤ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t
●r❛♣❤ ❝r❡❛t✐♦♥
❆ s❡q✉❡♥❝❡ ❢r❛❣♠❡♥t ✭❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s✉❜✲st❛rt❡r ♦r ❛♥② ❡①t❡♥s✐♦♥✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞
❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❝♦♥s❡♥s✉s✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ✐❢ t❤❡ ✏❣r❛♣❤✑ ♦♣t✐♦♥ ✐s
r❡q✉✐r❡❞✱ ❛ tr❡❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ✐s ❧❛❜❡❧❧❡❞
❜② t❤❡ s✉❜✲st❛rt❡r ❛♥❞ ❛♥② ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡ st♦r❡s ❛♥ ⊸❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❘❡❛❞✐♥❣ ❛❧❧
♣❛t❤s ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t t♦ ❧❡❛✈❡s ♣r♦✈✐❞❡s ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛ss❡♠❜❧✐❡s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡
s✉❜✲st❛rt❡r✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♠♦♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✈❡♥ts ❧✐❦❡ ❙◆P ♦r ❡①♦♥ s❦✐♣♣✐♥❣ ❧❡❛❞
t♦ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ♣❛t❤s✱ t❤❛t ♠❡❡t ❜❛❝❦ ❛❢t❡r t❤❡ ❡✈❡♥t ❛♥❞ t❤❡♥
❝♦♥t✐♥✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t♦ ❞✉♣❧✐❝❛t❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥s ♦✈❡r ❛❧❧ s✐♠✐❧❛r ❡①t❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡ tr❡❡ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ G✳
❲❤❡♥ ❛ ♥♦❞❡ n1 ❢r♦♠ G ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥s❡♥s✉s ❢r❛❣♠❡♥t f ✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❝❤❡❝❦s ✐❢ f ✇❛s ♥♦t ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ✐♥ G ✐♥ ❛ ♥♦❞❡ n2✳ ❋♦r ❞♦✐♥❣ t❤✐s✱ t❤❡ ❧❛st
k✲♠❡r ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ G ✐s ✐♥❞❡①❡❞ ✐♥ ❛ ❤❛s❤ t❛❜❧❡ Greferences✳
❈❤❡❝❦✐♥❣ ✐❢ f ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ♠❛♣♣✐♥❣ f ♦♥ ♥♦❞❡s
❛♥❝❤♦r✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ k✲♠❡rs ♣r❡s❡♥ts ♦♥ f ❛♥❞ t❤♦s❡ st♦r❡❞ ✐♥
Greferences✳
■❢ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ f ♦♥ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ n2 ✐s ❝♦rr❡❝t✱ t❤❡♥ n1 ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦
n2✱ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❝♦❤❡r❡♥❝②✿ ♠❛♥❛❣✐♥❣ ♣r❡✜①❡s ❛♥❞ s✉✣①❡s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡
❧♦♥❣❡r ✐♥ n1 ♦r n2✳
●r❛♣❤ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
❆❢t❡r ❛❧❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ❣r❛♣❤ G ✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
❼ ⊸❡①t❡♥s✐♦♥s ❛r❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❡①t❡♥s✐♦♥s✱ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ✜rst k − 1
❝❤❛r❛❝t❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥t❡r♥❛❧ ♥♦❞❡ ❡①❝❡♣t t❤❡ r♦♦t✳
❼ ❚✇♦ ♥♦❞❡s n1 ❛♥❞ n2 ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♥❣ t❤❡✐r s❡q✉❡♥❝❡s ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②
✐❢ n1 ❤❛s ♦♥❧② n2 ❛s ❝❤✐❧❞ ✇❤✐❧❡ n2 ❤❛s ♦♥❧② n1 ❛s ❢❛t❤❡r✳
❼ ❈♦♠♠♦♥ ♣r❡✜① ♦❢ ❛❧❧ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ n ✐s ♣r✉♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞
❢❛❝t♦r✐③❡❞ ❛s s✉✣① ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ st♦r❡❞ ✐♥ n✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❝♦♠♠♦♥ s✉✣① ♦❢
❛❧❧ ❢❛t❤❡rs ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ n ✐s ♣r✉♥❡❞ ❢r♦♠ ❢❛t❤❡rs t♦ ❜❡ ❢❛❝t♦r✐③❡❞ ❛s ❛ ♣r❡✜①
♦❢ n✳
❚❤❡ ✜rst tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡♠♦✈❡s r❡❞✉♥❞❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ♣❛t❤s✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ r❡❧♦❝❛t❡s ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ s❡q✉❡♥❝❡s
❞✐✈❡r❣❡✳
❘❘ ♥➦ ✼✺✻✺
▼❛♣s❡♠❜❧❡r ✶✸
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
▼❛♣s❡♠❜❧❡r ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ②❡t ♣♦✇❡r❢✉❧✱ ♥♦♥✲s♣❡❝✐✜❝ t♦♦❧ ❢♦r ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❛r❣❡t❡❞
♣✐❡❝❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥❡✇❧② s❡q✉❡♥❝❡❞✱ ♥♦♥✲❛ss❡♠❜❧❡❞ ❣❡♥♦♠❡s ♦r tr❛♥✲
s❝r✐♣t♦♠❡s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧❧②✱ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r r❡tr✐❡✈❡s ❛❧❧ t❤❡ ❤♦♠♦❧♦❣✉❡s ♦❢ ❛ r❡❣✐♦♥
♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠s t❛r❣❡t❡❞ ❛ss❡♠❜❧② t❤r♦✉❣❤ r❡♣❡❛t❡❞ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ r❡❛❞s
♠❛♣♣✐♥❣✳ ■t ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥♦♠✐❝ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ss❡♠❜❧❡❞
s❡q✉❡♥❝❡s ❛s ❛ ❣r❛♣❤✳ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡s❦t♦♣ ❝♦♠✲
♣✉t❡r❀ ✇✐t❤♦✉t ❝❧❡❛♥✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❣❡♥♦♠❡✳
❯s❛❣❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❛♥❞ ✜t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ tr❡♥❞ ♦❢ s❡q✉❡♥❝✐♥❣✱ ❛s ♠♦r❡
❛♥❞ ♠♦r❡ s♣❡❝✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠❡t❛✲❣❡♥♦♠❡s✱ ❛r❡ s❡q✉❡♥❝❡❞ ✇✐t❤♦✉t r❡❢❡r❡♥❝❡
❣❡♥♦♠❡s
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝
✐♥❣r❡❞✐❡♥ts✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❛ s❡❧❡❝t❡❞ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ▼❛♣s❡♠❜❧❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
❇❡♥❝❤♠❛r❦s ✇❡r❡ r❛♥ ♦♥ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s r❡❛❞ s❡ts ❝♦♥t❛✐♥✲
✐♥❣ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ s✐♠♣❧❡ t❛r❣❡t❡❞ ❛ss❡♠❜❧②
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